
Data Mining Lab, Big Data Research Center, 
UESTC
Email：junmshao@uestc.edu.cn
http://staff.uestc.edu.cn/shaojunming

DM
LESS IS 
MORE

Compressed Sensing 两层境界

高崇铭



DM
LESS IS MORE Data Mining Lab

数据挖掘实验室

Feel free to interrupt me for 
asking any questions at any time!

Preface 

Viewer discretion is advised!
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Framework

Two State of Compressed Sensing（CS）

1. Intuitive understanding

 Showed with explanations and proofs

 Showed with intuitive explanations

 Given directly without explanations

3. Applications

 Basic idea in the Signal and Systems

 Issues of CS

2. Math: Important theorems and proofs

第一层境界：

掌握、理解CS

第二层境界：

CS背后的数学原理

MRI: Magnetic Resonance Imaging
Single pixel camera
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Prerequisite course: 

 Advanced Linear Algebra

 Signals and Systems or Digital Signal Processing

Recommended sources:

 1.《Linear Algebra Done Right》(《线性代数应该这样学》)

 2. 神奇的矩阵，黎文科，哈尔滨工程大学。
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2004年…
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 压缩感知，又称压缩采样，压缩传感。它作为一个新的采
样理论，它通过开发信号的稀疏特性，在远小于Nyquist 
采样率的条件下，用随机采样获取信号的离散样本，然后
通过非线性重建算法完美的重建信号。

 压缩感知理论一经提出，就引起学术界和工业界的广泛关
注。它在信息论、图像处理、地球科学、光学、微波成像、
模式识别、无线通信、大气、地质等领域受到高度关注，
并被美国科技评论评为2007年度十大科技进展。

引自百度百科：压缩感知
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Examples of sensing system

Sensing System

https://zhuanlan.zhihu.com/p/22450818

Fourier transform Wavelet transform
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Examples of sensing system

https://en.wikipedia.org/wiki/File:Fourier_series_and_transform.gif
http://daily.zhihu.com/story/3935067

Sensing System



DM
LESS IS MORE Data Mining Lab

数据挖掘实验室

DFT(Discrete Fourier Transformation)

https://en.wikipedia.org/wiki/Discrete_Fourier_transform

时域离散化(采样)
频域周期化

频域离散化(数字存储)

Sensing System
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DFT(Discrete Fourier Transformation)

https://en.wikipedia.org/wiki/DFT_matrix

Sensing System
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DFT(Discrete Fourier Transformation)

This is sensing of matrix form!

https://en.wikipedia.org/wiki/DFT_matrix
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DFT(Discrete Fourier Transformation)

This is sensing of matrix form!

https://en.wikipedia.org/wiki/DFT_matrix
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Idea of Compressed Sensing

What’s Compressed Sensing?

 Underestimated equation !

 The dimension of solution space is N-M

 But if x is sparse, under certain conditions the 
function has unique solution! 

y Ax
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Essence：

Sparsity、Coherence  → Compressed

Issues: 

1. Sensing

2. Recovery.

影响因素：信号稀疏度、矩阵的行列数目、
矩阵的相关性(具体为列秩)

考虑因素：如何构造感知矩阵
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模拟信号采样

What’s Compressed Sensing?
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奈奎斯特采样定律

What’s Compressed Sensing?
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传统等间距采样：

What’s Compressed Sensing?
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随机亚采样

What’s Compressed Sensing?
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随机亚采样

What’s Compressed Sensing?

最大的几个峰值还依稀可见，只是一定程度上被干扰
值覆盖。这些干扰值看上去非常像随机噪声，但实际上是
由于三个原始信号的非零值发生能量泄露导致的

这可以理解成随机采样使得频谱不再是整齐地搬移，
而是一小部分一小部分胡乱地搬移，频率泄露均匀地分布
在整个频域，因而泄漏值都比较小，从而有了恢复的可能。
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信号恢复：March Pursuit(匹配追踪思想)

What’s Compressed Sensing?

(1) 由于原信号的频率非零值在亚采样后
的频域中依然保留较大的值，其中较
大的两个可以通过设置阈值，检测出
来(图a)。

(2) 然后，假设信号只存在这两个非零值
(图b)，则可以计算出由这两个非零值
引起的干扰(图c)。

(3) 用a减去c，即可得到仅由蓝色非零值和由它导致的干扰值(图d），再设置阈
值即可检测出它，得到最终复原频域（图e）

(4) 如果原信号频域中有更多的非零值，则可通过迭代将其一一解出
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小结

What’s Compressed Sensing?

以上就是压缩感知理论的核心思想：

以比奈奎斯特采样频率要求的采样密度更
稀疏的密度对信号进行随机亚采样，由于频谱
是均匀泄露的，而不是整体延拓的，因此可以
通过特别的追踪方法将原信号恢复。
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Revisit：前提条件

What’s Compressed Sensing?

1. 这个信号在频域只有3个非零值，所以可以较轻松地恢复出它们。

2. 采用了随机亚采样机制，因而使频率泄露均匀地分布在整个频域。

 这两点对应了CS的两个前提条件——稀疏性（sparsity）、不相关
性（incoherence）。
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My Understandings of intrinsic nature of Sparsity

Sparsity

Objects or events have information much less than 
the representational ability of the coding system, 
which give rise to a compressed or sparse 
representation over specify basis.

如果物体或者事件本身包含的信息远小于编码系统
能表示的最大信息范围，那么在这个编码系统的特
定基下该物体可以表示为紧凑稀疏的形式。
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前提条件1：稀疏性

Sparsity
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前提条件1：稀疏性

Sparsity
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压缩感知直接在采样时就完成了压缩！
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前提条件二：Coherence

Mechanism of Compressed Sensing
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前提条件二：Coherence

Mechanism of Compressed Sensing
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Measure矩阵的构造

Mechanism of Compressed Sensing

 对于二维信号，往往就采用如右上图所示的采样矩阵对图像进
行亚采样。

 对于一维信号，采用前文提到的随机不等间距的亚采样即可。
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总结

如果一个信号在某个变换域是稀疏的，那
么就可以用一个与变换基不相关的观测矩阵将
变换所得高维信号投影到一个低维空间上，然
后通过求解一个优化问题就可以从这些少量的
投影中以高概率重构出原信号。
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12 balls problem

Example of CS

Question: You are give 12 identical looking balls. One of them is 
fake (could be heavier or lighter) than the rest of the 11 (all the 
others weight exactly the same). You a provided with a simple 
mechanical balance and you are restricted to only 3 uses. Find 
the fake ball.

http://freemind.pluskid.org/machine-learning/a-compressed-sense-of-compressive-sensing-ii/
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12 balls problem：solution

Example of CS
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y wx 

我们的观察值实际上将会是矩阵的第k列或者该列的
相反数，具体取决于异类球的质量是比正常球大还是小。
所以说，如果我们能将矩阵W设计为任意两列以及它们的
相反数都互不相等的话（当然还必须满足每一行的正负1
个数相等），就可以根据这个测量矩阵找出异类球的位
置 了。



DM
LESS IS MORE Data Mining Lab

数据挖掘实验室

MRI: Magnetic Resonance Imaging

Real application of CS

 断层扫描（CT）技术和核磁共振（MRI）
技术中，仪器所采集到的都不是直接的图
像像素，而是图像经历过全局傅立叶变换
后的数据。

 也就是说，每一个单独的数据都在某种程
度上包含了全图像的信息。在这种情况下，
去掉一部分采集到的数据并不会导致一部
分图像信息永久的丢失（它们仍旧被包含
在其它数据里）。

 我们可以在采集数据的时候只简单采集一部分数据（压缩感知），
然后把复杂的部分交给数据还原的这一端来做，正好匹配了我们期
望的格局。

 在医学图像领域里，这个方案特别有好处，因为采集数据的过程往
往是对病人带来很大麻烦甚至身体伤害的过程。以 X 光断层扫描为
例，压缩感知意味着我们可以用比经典方法少得多的辐射剂量来进
行数据采集，这在医学上的意义是不言而喻的。
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Bases & Frames (1. Bases)

Some Basic Concepts
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Bases & Frames (2. Frames)

Some Basic Concepts

由于A矩阵中列数大于行数，故一定线性相关！

m

n
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Bases & Frames (2. Frames)

Some Basic Concepts
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Sparsity and nonlinear approximation

Some Basic Concepts

符号说明：二维子空间，其坐标最多
有2个非0值
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Sparsity and nonlinear approximation

Some Basic Concepts

其中 x是经过解方程：𝑦 = 𝐴𝑥得到的解 x，这个解与原x的相似程度，自然与
A矩阵的结构有关！
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三个描述矩阵A的incoherent的量

Important Variables of Matrix

1、Spark
2、NSP     (null space property)
3、RIP      (restricted isometry property)

µ 𝑨 ：coherence of a matrix A 

Transform 
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Null space(零空间) property and Spark

Important Variables and Guarantees
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Spark guarantee

Important Variables and Guarantees

其中m为矩阵的行数，即列秩的最大值
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NSP(Null space property) 定义

Important Variables and Guarantees
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NSP(Null space property) guarantee

Important Variables and Guarantees

不证明
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RIP(Restricted isometry property) guarantee

Important Variables and Guarantees

最出名
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RIP等价定义形式

Important Variables and Guarantees

最出名
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RIP(Restricted isometry property) guarantee

Important Variables and Guarantees

最出名
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定义 pair (A, ∆) 的C-stable来证明RIP下界

Important Variables and Guarantees

C-stable 说明了在y=Ax的输出端（观测端）产生的扰动（噪音）e对原
始信号x的很小，上界为扰动的二范数乘一个常数！！
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RIP上界：不是很必要

Important Variables and Guarantees
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由RIP可以得到的重要结论

Important Variables and Guarantees

不同的推导方式可以得出不同的下界！尤其是C的值。

m

n
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衡量矩阵列间相关性的直接指标

Important Variables and Guarantees

不证明

找到了µ 𝑨
与Spark、
NSP、RIP
的关系
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Matrix Construction

Issues of CS

不证明

思路：随机构造矩阵，可以以很高概率恢复！

于是我们构造正态分布。正态分布的线性变
换还是正态分布！

工程中的硬件不能做到随机构造，于是有各
种构造方法
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信号恢复(L0,L1 minimization)

Issues of CS

不证明



DM
LESS IS MORE Data Mining Lab

数据挖掘实验室

L1 最小化几何解释

Issues of CS

公式
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最出名的方法：MP

Issues of CS

不证明
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Equivalence of Several L1 Sparsity Problem

Issues of CS

不证明

http://freemind.pluskid.org/machine-learning/a-compressed-sense-of-compressive-sensing-iii/
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Single-pixel cameras

Applications

http://blog.csdn.net/jbb0523/article/details/41288573
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Single-pixel cameras

Applications

http://blog.csdn.net/jbb0523/article/details/41288573
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Single-pixel cameras

Applications

https://terrytao.wordpress.com/2007/04/13/compressed-sensing-and-single-pixel-cameras/
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Compressed sensing 实际上是对信号采集的颠覆性的
理论，打破了乃奎斯特采样（也称香农采样）。

我们主要关注的问题：

• Matrix Construction

• Signals Recovery

Compressed sensing 在数学推导上非常美，但发展十
年来，由于其计算量大、限制条件难以满足，在实际
应用中的作用十分局限。

Conclusions
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当初法拉第最初发现电磁感应的重要原理时，做了一个报告。

有个妇女做完等他做完报告之后，问法拉第：“这个又有什么用处呢！”

法拉弟回答说："刚生下来的婴儿有什么用呢？" 

想想看，现在我们周围不是全部都是电磁相关的东西吗？
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⋮
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𝑣1 ⋯ 𝑣𝑘 ⋯ 𝑣𝑛

1, 1 1,k k m mTv a a   ( , )T L V W

A specific linear transformation

The matrix of T on the basis V 
and W
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𝜔1

⋮
𝜔𝑚

𝑎1,𝑘
⋮

𝑎𝑚,𝑘

𝑣1 ⋯ 𝑣𝑘 ⋯ 𝑣𝑛

1 3

2 5

7 9

 
 
 
  

( , ) ( 3 ,2 5 ,7 9 )T x y x y x y x y   

1, 1 1,k k m mTv a a   ( , )T L V W

A specific linear transformation

The matrix of T on the basis V 
and W

Example:

(1,0) (1,2,7), (0,1) (3,5,9)T T 


